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� ¥�²�²%£' k§�¡p´�§��'¥��^�'¡p� ¡p� §)  R HJI - _ _ _4- H"` �^²�²%§)�^¢p� ���0�n¡�«5ßeÐ ¬@¯�ª��@©Ö¨%§�§!Çe²�¢p§) p k§)¤Ö� �Ô¡p´�§�°±£?¢pª ì HJI - _ _ _4- H"` «���¯�Õ��´�§G¢p§���§��'¥��^·x �¡p´�§�§!Çe²%§)¦�¡p§)¤�³n�^· ¥�§�£^°7�	°±¥���¦�¡p� £?���y£^°�]yÕ��^��¤�¡p´�§�°±¥���¦�¡p� £?��ì HJI - _ _ _4- H"` �x u×T��£n���EÐ&��£?¢
§!Ç��^ªt²�· §?Õ^¡p´��x 2�x 3¡p´�§=¦G�? k§�� ° Åµ��x �¤e§G¢p� ³?§)¤y¨T©z� �T³?§G¢k¡p� ����¡p´�§"§!Çe²��^�� k� £?���n¡�«5ßeÐ >'¯�Ð � ¥�²�²%£' k§�¡p£T£�¡p´��n¡ Åµ��x 
�� p¦G�^·x�^¢��e� ��§!å+§)¦�¡=�_§	�^¢p§�¤e£?� ������¦!£?ªt²%£?��§G�'¡kÚC���x k§	�^���^· ©e k�x u£^° Åµ�Ð��= k� ����§G� ¡p´�§G¢ � ��� ¡p´�¢p§G²�·x�?¦!§Gªt§G�'¡�

£?¢0� ��� ¡p´�£?¥e¡3¢p§G²�·x�?¦!§Gªt§G�'¡�
n¨��^�?�?� ����Õ@� �z¡p´�§�¨%£T£^¡P [¡p¢P�^²z�_£?¢p·x¤ P� k´�£?¥�·x¤z¨%§u¢p§G²�·x�?¦!§)¤z¨T©�¡p´�§"¦!£?��¤e� ¡p� £?���^·
ªt§)�^��£^°E¡p´�§�¤e�x [¡p¢p� ¨�¥e¡p� £?��°±¢p£?ªÓ��´��x¦P´�§)�?¦P´�¢p§) p�^ªt²�· §)¤�¤��n¡p¥�ª �x u¤e¢P�@���EÕ'��´��x¦P´�§��'¥��^·x �DM�Ð��E� ×?§G���x k§?Õ
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Åµ ) ¸EDF ) G Ý
HJI
Ý
H)K
«LDM ) N DMy¯ É HJI Ë «LDM ) N DMy¯ É H)K Ë ì HJIfH)K «CD�=¯YGäÏGÏGÏE½

Åµ � ¸EDF � G Ý
HJI
Ý
H)K
«LDM � N DMz¯ É HJI Ë «LDM � N DMz¯ É H)K Ë ì HJIUH)K «CD�=¯9GäÏGÏGÏ

� ��¡p´�§�¢p§) k²%§)¦�¡p� ³?§�¦G�? k§) GÐ

=§�%���§�� � ¸ « = Nº¬@¯ � « Ü NÆ¬@¯�Ð��2¢p£n³T�x¤e§)¤ ß,� = � Ü � � ¡p´�§�� ��� ¡p´,¢p§G²�·x�?¦!§Gªt§G�'¡�
7¦G�? k§?Õ3�^��¤

ß � =�� Ü N9¬�� ��¡p´�§ � ��� ¡p´�£?¥e¡"¢p§G²�·x�?¦!§Gªt§G�'¡�
�¦G�? k§?Õ
*�� «LDM ) N DMz¯ É HJI Ë «LDM )[N DMy¯ É H)K Ë��� i��y¸ = W ¼ Å� HJI)H)K ½

*�� «LDM � N DMy¯ É HJI Ë «LDM � N DMy¯ É H)K Ë��� i��
¸ = W ��� =Ö« = N9¬@¯ * � «�M �¼ N DMz¯ É HJI Ë «�M �� N DMy¯ É H)K Ë��� i �

G = * � «�M �¼ N DMy¯ É HJI Ë «�M �¼ N DMy¯ É H)K Ë �� i � �
¸ = W �

� =Ö« = N9¬@¯
Ü « Ü N9¬@¯

Ý Ý
Ã I"!ÞEÃ K

«�M%Ã I N DMz¯ É HJI Ë «�M%Ã K N DMz¯ É H)K Ë

G =
Ü

ÄÝ
Ã Þ�¼ «�M%ÃYN DMy¯ É HJI Ë «�M%ÃYN DMz¯ É H)K Ë �

¸ = W ¼ «[¬0N#� ��¯ Å� HJI)H)K Ï
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§!Çe²��^�� k� £?�� X£^° * «
Åµ ) � i�¯��^��¤ * «

Åµ � � i�¯�Õ?¨�¥e¡3³T� ¢k¡p¥��^· · ©��x¤e§G�'¡p�x¦G�^·e¦G�^·x¦!¥�·x�n¡p� £?�� 7�^²�²�· ©�¡p£�ªt§)�^�� �£^°�´�� �?´�§G¢kÚ¤e§G�?¢p§G§"¡p§G¢pª� GÐ (g��²��^¢k¡p�x¦!¥�·x�^¢)Õ?¡p´�§�¦!£?��¤e� ¡p� £?���^·%ªt§)�^��£^°E¡p´�§�²%£?· ©T��£?ªt�x�^·%£^°�¤e§G�?¢p§G§��t� ���^��§!Çe²��^�� k� £?�
£^° Åµ ) £?¢ Åµ���§��'¥��^·x =��°±¥���¦�¡p� £?�0£^°2£?¢P¤e§G¢ Ü�W�� É ��� ¼ Ë�� �	� Õ+��� ¡p´0³n�^¢p�x�^��¦!§	£^°2£?¢P¤e§G¢ Ü�W � � É ��� ¼ Ë�� �	� W ¼ Õ���´�§G¢p§
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¡p´�§ �'¥��?¤e¢P�n¡p�x¦�¦!£?�'¡p¢p� ¨�¥e¡p� £?�EÐ
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� �T³?£?· ³?§�§) [¡p� ª��n¡p� ���t��°±¥���¦�¡p� £?��£^°���ªz¥�· ¡p� ³n�^¢p�x�n¡p§��^¢p�?¥�ªt§G�'¡�� ����£?�x k©� k§!¡k¡p� ���' �¥� k� ���z¢p§G�?¢p§) p k� £?�y¡p¢p§G§) GÐ
3�§G�?¢p§) p k� £?�9¡p¢p§G§) 0«��_¢p§G� ª��^� ���9����¬)­�
��T¯y¢p§G²�¢p§) k§G�'¡�� ³?§G¢p©,��£?��· � ��§)�^¢�§) [¡p� ª��n¡p� £?�äªt§!¡p´�£e¤�Ð 
��n¡P�
¹)Â?Ã[½k¶EÃ[À@Ä ¼ �_§G¢p§��?§G��§G¢P�n¡p§)¤��?¦G¦!£?¢P¤e� ���z¡p£y¡p´�§�ªt£e¤e§G·

Â?ÃX¸ �7«±¶EÃC¯YG ��� Ãk½ «�>�Ð ¬@¯
��� ¡p´	§)�?¦P´�¶EÃ�� ��¤e§G²%§G��¤e§G�'¡p· ©��?§G��§G¢P�n¡p§)¤�°±¢p£?ªº��¬ g.�e¤e� ªt§G�� k� £?���^·^¥���� °±£?¢pªº¤e�x [¡p¢p� ¨�¥e¡p� £?�EÕ@¶EÃ�� ] ¼Ub! g�½G¬�"CÐ
���?¦P´ � Ã��u�? E¢P�^��¤e£?ªt· ©�¤e¢P�@����°±¢p£?ª �� [¡P�^��¤��^¢P¤���£?¢pª��^·'¤e�x [¡p¢p� ¨�¥e¡p� £?�EÐ7Øu´�¢p§G§ à ¡P�^¢p�?§!¡Páu°±¥���¦�¡p� £?�� ��7«±¶X¯�_§G¢p§�¦!£?�� k�x¤e§G¢p§)¤ �

# ¦!£?�� [¡P�^�'¡�� �7«±¶X¯�¸hg�½ � ¸º¬?½
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"£^¡p§�¡p´��n¡�¡p´�§"·x�? [¡2¡[�_£�¡P�^¢p�?§!¡P 2�^¢p§�°±¥���¦�¡p� £?�� 2£^°�£?��· ©@%�³?§"£^°+¡p´�§�¡p§G��²�¢p§)¤e�x¦�¡p£?¢2³n�^¢p�x�^¨�· §) GÕ? k£�¡p´��n¡

¡p´�§	£^¡p´�§G¢P �¢p§G²�¢p§) k§G�'¡�� ¢p¢p§G· §G³n�^�'¡ à ��£?�x k§)áy³n�^¢p�x�^¨�· §) GÐ[���?¦P´��?§G��§G¢P�n¡p§)¤�¤��n¡P�� k§!¡=�u�? u¥� k§)¤�¡p£�� ��¤e¥�¦!§z�
<�g.�'¡p§G¢pªt� ���^·7��£e¤e§�¢p§G�?¢p§) p k� £?��¡p¢p§G§?ÕX²�¢p£e¤e¥�¦!� ���.��¦!£?¢p¢p§) k²%£?��¤e� ����°±¥���¦�¡p� £?�Ô§) [¡p� ª��n¡p§ Å�7«±¶X¯�Ð � ³?§G¢P�^�?§
¨��x�? 4�e !�'¥��^¢p§)¤

ã � ¸ * Ê ¹ �7«±¶X¯�N *,+ Ê
Å��«±¶X¯PÀ � «�>�Ð ß?¯

�^��¤��@³?§G¢P�^�?§=³n�^¢p�x�^��¦!§
*�¸ *,+ Ê ¹

Å��«±¶X¯�N *,+ Ê
Å��«±¶X¯PÀ � «�>�Ð >'¯
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Without Rep.
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0
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With Rep.Constant: N=5000, nt=50

��� �?¥�¢p§�¬
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 <^®�Ð�Øu´T¥� GÕ^°±£?¢��^· ·% p�^ªt²�· � ����°±¢P�?¦�¡p� £?�� 2 k´�£n���EÕ?¨%£^¡p´t¡[©T²%§) 
£^°�¨��^�?�?� ����¤e¢P�^ª��n¡p�x¦G�^· · ©z¢p§)¤e¥�¦!§"³n�^¢p�x�^��¦!§?Ð7Øu´�§"£?²e¡p� ª��^·% p�^ªt²�· � ����°±¢P�?¦�¡p� £?���x ��^²�²�¢p£@Çe� ª��n¡p§G· ©�g�Ð ®�°±£?¢
��� ¡p´�£?¥e¡=¢p§G²�·x�?¦!§Gªt§G�'¡= p�^ªt²�· � �����^��¤}¬?Ð gy°±£?¢� p�^ªt²�· � ������� ¡p´�¢p§G²�·x�?¦!§Gªt§G�'¡)Ð_Ñ"£n�_§G³?§G¢)ÕT¡p´�§y¦!¥�¢p³?§) ��^¢p§
°��^� ¢p· ©9A%�n¡"��§)�^¢�¡p´�§G� ¢"£?²e¡p� ª���Õ� k£t¡p´��n¡���¦P´�£?�x¦!§��x "��£^¡=¦!¢p� ¡p�x¦G�^·5Ð 
"£^¡p§�¡p´��n¡� kª��^· · §G¢�°±¢P�?¦�¡p� £?�� u¢p§��'¥�� ¢p§
· §) p �¦!£?ªt²�¥e¡P�n¡p� £?�EÐ
Øu´�§) k§=¢p§) k¥�· ¡P �¢p§�A�§)¦�¡2¡p´�§=¡p´�§G£?¢p§!¡p�x¦G�^·%¦!£?��¦!· ¥� k� £?�� 2¢p§)�?¦P´�§)¤t� � � §)¦�¡p� £?��ßeÕ'� ��¡p´��n¡�«��'¯7¡p´�§=³n�^¢p�x�^��¦!§

£^°7��� ¡p´�£?¥e¡kÚC¢p§G²�·x�?¦!§Gªt§G�'¡�¨��^�?�?� ���y�x "�^²�²�¢p£@Çe� ª��n¡p§G· ©�� ��Úg k´��^²%§)¤�°±¥���¦�¡p� £?��£^°�¡p´�§	 p�^ªt²�· � ���t°±¢P�?¦�¡p� £?�EÕ
«±¨%¯_³n�^¢p�x�^��¦!§�� ��¡p´�§���� ¡p´eÚC¢p§G²�·x�?¦!§Gªt§G�'¡"¦G�? k§��x ���¤e§)¦!¢p§)�? k� ���z°±¥���¦�¡p� £?��£^°X¡p´�§	 p�^ªt²�· � ���y°±¢P�?¦�¡p� £?�EÕ��^��¤
«�¦)¯z�0 p�^ªt²�· � ����°±¢P�?¦�¡p� £?� £^° ¼

�
� �Ô¡p´�§�¦G�? k§�£^°"��� ¡p´�£?¥e¡kÚC¢p§G²�·x�?¦!§Gªt§G�'¡z¨��^�?�?� ���.²�¢p£e¤e¥�¦!§) y�^· ªt£' [¡z¡p´�§

 p�^ªt§�³n�^¢p�x�^��¦!§��? ��t p�^ªt²�· � ���y°±¢P�?¦�¡p� £?��£^°u¬�� ��¡p´�§���� ¡p´eÚC¢p§G²�·x�?¦!§Gªt§G�'¡"¦G�? k§?Ð
� � � �Q3), 	 ,��c3"2L,�� 	 (41�2�>A$�14> >A$�*���,&>
Øu´��x "¢p§G²�¢p§) k§G�'¡P "�� k� ¡p¥��n¡p� £?�.� �.��´��x¦P´�¢p§G�?¢p§) p k� £?��¡p¢p§G§) "´��@³?§�¡p´�§z²%£^¡p§G�'¡p�x�^·E¡p£�¨%§z¥��T¨��x�? k§)¤�¨%§)¦G�^¥� k§
¡p´�§G� ¢_�^²�²�¢p£@Çe� ª��n¡p� £?��  Å�7«±¶X¯2�^¢p§�²�� §)¦!§G���x k§ �e¦!£?�� [¡P�^�'¡�Ð3Øu´�§�¡P�^¢p�?§!¡ �7«±¶X¯7´��? 3¡p´�§"³n�^· ¥�§	¬�� ��¡p´�§"¥�²�²%§G¢
¦!£?¢p��§G¢X£^°�� %�³?§ �e¤e� ªt§G�� k� £?���^·^´T©T²%§G¢ �e¦!¥�¨%§?Õ^¦!£?ªt²�¢p�x k� ���"´��^· °�£^°�� ¡P �³?£?· ¥�ªt§?Õn�^��¤�¡p´�§_³n�^· ¥�§[g"§G·x k§G��´�§G¢p§?Ð
Øu´T¥� GÕE¡p´�§�¢p§) k²%£?�� k§) y¹)Â?ÃgÀ@Ä ¼ �^¢p§t¢p£?¥��?´�· ©.§G³?§G��· ©0¤e� ³T�x¤e§)¤Ö¨%§!¡[�_§G§G�}¡p´�£' k§y¡p´��n¡z´��@³?§ * Â?Ã"¸ ¬?Õ��^��¤
¡p´�£' k§t��� ¡p´ * Â?Ã"¸ g�Ð �  k� Ç.¡p§G¢pªt� ���^·3��£e¤e§�¢p§G�?¢p§) p k� £?��¡p¢p§G§���� ¡p´?%�³?§t£?²e¡p� ª��^· · ©.²�·x�?¦!§)¤Ö k²�· � ¡P �¦G�^�
§!Ç��?¦�¡p· ©�¢p§G²�¢p§) k§G�'¡_¡p´�§�¡P�^¢p�?§!¡)Ð

��� �?¥�¢p§�ß. k´�£n�" �¡p´�§�¨��x�? 4�e !�'¥��^¢p§)¤ «�>�Ð ß?¯�«±· §!° ¡y°±¢P�^ªt§@¯	�^��¤Ö³n�^¢p�x�^��¦!§0«�>�Ð >'¯�«±¢p� �?´'¡	°±¢P�^ªt§@¯�£^°�¡p´�§
��� ¡p´�£?¥e¡ �T¢p§G²�·x�?¦!§Gªt§G�'¡_¨��^�?�?§)¤�§) [¡p� ª��n¡p§ Å�7«±¶X¯_�? u�	°±¥���¦�¡p� £?��£^°X¡p´�§� p�^ªt²�· � ���z°±¢P�?¦�¡p� £?�EÐ3Øu´�§) k§�³n�^· ¥�§) 
�^¢p§�¢p§G²%£?¢k¡p§)¤}� � ¥���� ¡P z£^°u¡p´�§��?· £?¨��^·3¡P�^¢p�?§!¡z³n�^¢p�x�^��¦!§ * Ê ¹ �7«±¶X¯[N * Ê �7«±¶X¯PÀ � Ð�ØX¢P�^� ��� ���0 p�^ªt²�· §) �£^°Ü ¸ <�g�g�gy�_§G¢p§	¥� k§)¤�Ð � · ¡p´�£?¥��?´�¡p´�§	¡P�^¢p�?§!¡"· � §) "��� ¡p´�� ��¡p´�§y k²��?¦!§�£^°3¡p´�§z�^²�²�¢p£@Çe� ª��n¡p� ���t°±¥���¦�¡p� £?�� GÕ
£?��§� k§G§) ��t kª��^· ·�¨��x�? 4�e !�'¥��^¢p§)¤t¡p´��n¡=¤e§)¦!¢p§)�? k§) _��� ¡p´�� ��¦!¢p§)�? k� ���t p�^ªt²�· � ���y°±¢P�?¦�¡p� £?�EÐ �"�T¨��^�?�?§)¤�¡p¢p§G§) 
´��@³?§��z¨��x�? 4�e !�'¥��^¢p§)¤�£^°�g�Ð g�g'ß
<��^��¤�³n�^¢p�x�^��¦!§ g�Ð g�
?®
>�Ð�Øu´��x u¨��x�? u�x �¤e¥�§�¡p£y¡p´�§�°��?¦�¡u¡p´��n¡�¡p´�§� kª��^· · §G¢
¡p¢P�^� ��� ���. p�^ªt²�· §) 	· � ªt� ¡	¡p´�§� k� �G§�£^°u¡p´�§�� ��¤e¥�¦!§)¤Ö¡p¢p§G§) GÐ�Øu´��x 	�x 	ªt£?¢p§�¤e¢P�^ª��n¡p�x¦G�^· · ©0� · · ¥� [¡p¢P�n¡p§)¤}°±£?¢
 kª��^· · §G¢_¡p¢P�^� ��� ���� p�^ªt²�· §) GÐ&��� �?¥�¢p§ >t k´�£n�" _¡p´�§	¦!£?¢p¢p§) k²%£?��¤e� ���z¢p§) k¥�· ¡P _°±£?¢ Ü ¸ <�g�g�Ð7Ñ"§G¢p§�¥��T¨��^�?�?§)¤

¬ g



fraction

bi
as

-s
qu

ar
ed

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

0.
0

0.
00

5
0.

01
0

0.
01

5
0.

02
0

fraction

va
ria

nc
e

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

0.
0

0.
00

5
0.

01
0

0.
01

5
0.

02
0

Piecewise-constant: N=5000, nt=50, WO/R
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Piecewise-constant: N=500, nt=50, WO/R
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Piecewise-constant: N=5000, nt=50, W/R
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Piecewise constant: N=500, nt=50, W/R
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Linear: N=5000, nt=50, WO/R
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